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МЕТОД РАНДОМИЗИРОВАННЫХ ТРАЕКТОРИЙ 
В ЗАДАЧАХ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ 
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ* 

Введение
Анализ динамики финансово-экономических показателей базируется на исходной 

эмпирической информации, имеющей вид совокупности конечных временны ´х рядов. 
Под конечным временны ´м рядом )(ty  здесь понимается последовательность значений 

0 0( ),..., ( )m my y t y y t= =  исследуемого финансово-экономического показателя y, на-
блюдаемых в последовательные моменты времени mtt ,...,0 , mtt << ...0  соответствен-
но. Дальнейшая статистическая обработка такой исходной эмпирической информации 
обычно производится на основе теоретико-вероятностной модели, в рамках которой 
предполагается, что наблюдаемый временной ряд )(ty , mttt ,...,0=  есть реализация 
(«траектория») некоторого случайного временного ряда (стохастического процесса )(~ ty  
с дискретным временем mttt ,...,0= ). Иными словами, вектор наблюдаемых значений 

),...,( 0 myy  исследуемого показателя y  интерпретируется как выборочное значение 
случайного вектора )~,...,~( 0 myy , каждая компонента )(~~

ii tyy =  которого есть одномерное 
сечение случайного процесса )(~ ty . Этот гипотетический (напрямую не наблюдаемый) 
случайный временной ряд )(~ ty  описывается вероятностным пространством ( , , )Y PσΑ  

, 
где { ( ; ), }Y y t θ θ= ∈Θ   есть множество всех возможных траекторий процесса )(~ ty ,

σΑ  — сигма-алгебра подмножеств множества Y , а P  определяет вероятность )(AP  лю-
бого события A σ∈ Α 1. 
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Однако описанный стандартный теоретико-вероятностный подход к интерпретации 
наблюдаемого временного ряда 0( ),..., ( )my t y t    как реализация непосредственно нена-
блюдаемого случайного временного ряда 0( ),..., ( )my t y t  � � , который описывается веро-
ятностным пространством ( , , )Y PσΑ , вызывает ряд замечаний со стороны разных групп 
исследователей. Во-первых, некоторые специалисты отвергают  саму идею описания 
эмпирически наблюдаемых временны ´х рядов при помощи сложных и принципиально 
ненаблюдаемых математических схем2. Во-вторых, ряд исследователей указывают на 
возможность статистической обработки конечных временны ´х рядов с использованием 
более простой и наглядной, чем теоретико-вероятностная конструкция, «геометрико-
механической» интерпретации, согласно которой математическое ожидание случай-
ной величины трактуется как центр распределенной  вероятностной массы, а диспер-
сия — как момент инерции этой массы и т. д.3 Наконец, в-третьих, многие специалисты, 
не отказываясь от использований концепции вероятностного пространства ( , , )Y PσΑ  
для интерпретации наблюдаемых конечных временны ´х рядов значений исследуемых 
финансово-экономических показателей, призывают максимально точно и осторожно 
применять абстрактные математические схемы, учитывая их неизбежные ограничения 
и приближенный характер описания реальных процессов4. Особенно важно учитывать 
ограниченность точности и достоверности теоретико-вероятностных объяснений в случае 
коротких временны´х рядов, сильно затрудняющих прогнозирование будущей динамики 
значений исследуемого показателя5, а также при наличии неопределенности разных видов, 
возникающей при дефиците эмпирических данных и не сводящейся к неопределенности 
теоретико-вероятностного вида6. 

В настоящей статье разрабатываются теоретико-вероятностные модели, позволяю-
щие (в определенных ситуациях и в определенной мере, разумеется) снизить влияние 
описанных выше проблем на точность и достоверность прогнозирования динамики 
значений финансово-экономических показателей на основе учета при построении соот-
ветствующих вероятностных пространств нечисловой, неточной и неполной экспертной 
информации.

В первом разделе статьи излагаются основы метода рандомизированных траекторий, 
в основе которого лежит байесовский подход к моделированию неопределенности выбора 
элемента из конечного множества однородных элементов при помощи задания вероят-
ностной меры на этом конечном множестве. Второй раздел посвящен важному частному 
случаю рандомизации выбора элемента из конечного множества монотонных траекторий, 
связанному с построением соответствующего стохастического процесса с равновероят-
ными дискретными монотонными траекториями. В третьем разделе подробно разобран 
пример использования построенного стохастического процесса с равновероятными моно-
тонными траекториями для прогнозирования динамики цены облигации по нечисловой, 
неточной и неполной экспертной информации. В заключение сделан вывод о практической 
значимости разработанного метода рандомизированных траекторий в задачах прогнози-
рования динамики финансово-экономических показателей.

Метод рандомизированных траекторий

Уже в первой четверти прошлого века среди исследователей, занимающихся вопросами 
оценки и прогнозирования динамики финансово-экономических показателей, возникло 
представление о различных типах неопределенности такой оценки и прогнозирования. 
Четкое различение двух основных типов неопределенности проведено, например, в из-
вестной монографии Фрэнка Найта, вышедшей в 1921 г.7 
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Несколько модернизировав, обобщив и формализовав определения Ф. Найта, можно 
сказать, что выделенная им неопределенность первого рода связана с ситуацией, когда 
некоторый элемент y  (например, значение финансово-экономического показателя или 
график функции, описывающей динамику этого показателя) известен исследователю 
«с точностью до множества Y». Иными словами, при неопределенности первого рода 
результатом оценки является указание некоторого множества Y, содержащего элемент y.  
Такую неопределенность, при которой исследователь знает только то, что оцениваемый 
(прогнозируемый) элемент y  принадлежит некоторому множеству Y, будем далее на-
зывать теоретико-множественной неопределенностью. 

Введенную Ф. Найтом неопределенность второго рода можно связать с ситуацией, 
когда кроме множества Y, содержащего элемент y, исследователю известно еще и рас-
пределение вероятности P, заданное на некоторой сигма-алгебре σΑ  подмножеств 
множества Y. Распределение P  определяет вероятность )'(YP  того, что элемент y  со-
держится в подмножестве 'Y  множества Y , являющегося элементом сигма-алгебры σΑ . 
В простейшем случае конечного множества Y  введенная неопределенность второго рода 
предусматривает прямое указание вероятности pi = P({yi})  появления элемента Yyi ∈  
при соответствующем случайном испытании. Далее будем называть описанную неопре-
деленность второго рода теоретико-вероятностной неопределенностью.

Пусть  перед  исследователем  стоит  задача  оценки  (прогнозирования)  значений 

0( ),..., ( )my t y t ,  принимаемых  изучаемым  финансово-экономическим  показателем 
в (будущие) моменты времени mttt ,...,0= , mtt << ...0 . Пусть задано конечное множество 

},...,1:)({ NyY == θθ  всех возможных траекторий 0( ) ( ( ; ),..., ( ; ))my y t y tθ θ θ=    временно-
го ряда 0( ),..., ( )my t y t   . Помимо значений 0( ; ),..., ( ; )my t y tθ θ    функции );( θtyy =  будем 
рассматривать и приращения );();();( 1 θθθ −−= iii tytytd , mi ,...,1=  этой функции. 
Очевидно, что значение функции );( θtyy =  в точке itt =  определяется формулой 

);(...);();();( 10 θθθθ ii tdtdtyty +++= . 
На основе экспертной информации I  о значениях функций );( θtyy =  и );( θtdd =  

возможна селекция элементов множества },...,1:)({ NyY == θθ  всех допустимых траекто-
рий 0( ) ( ( ; ),..., ( ; ))my y t y tθ θ θ=    временно́го ряда 0( ),..., ( )my t y t  . В результате селекции 
элементов множества Y , удовлетворяющих требованиям (ограничениям) информации I , 
формируется множество )(IY  всех допустимых (с точки зрения информации I) функций 

);( θtyy = , содержащее NIN ≤)( элементов. Если выполняется строгое неравенство 
NIN <)( , то можно говорить о нетривиальной информации I  (о нетривиальных огра-

ничениях, описываемых информацией I). Если же экспертная информация I  триви-
альна  (множество  ограничений,  описываемых  информацией  I ,  является  фактически  
пустым — ∅=I ), то  NNIN =∅= )()( .

Экспертная информация не носит, как правило, числового характера и может быть 
выражена лишь чисто сравнительными утверждениями типа «значение );( θii tyy =  фун-
кции );( θtyy =  больше значения );( θjj tyy =  этой же функции»,  «приращение );( θtd  
функции );( θtyy =  в точке itt =  равно приращению этой функции в точке jtt = » и т. п. 
Далее мы будем предполагать, что такая нечисловая информация может быть представ-
лена в виде системы равенств и неравенств { ( ; ) ( ; ); ( ; ) ( ; ); ...}i j i jIO y t y t d t d tθ θ θ θ= > =    
для значений и приращений функций );( θtyy = . Естественно назвать экспертную 
информацию IO, выражаемую указанной системой равенств и неравенств, ординальной 
(порядковой) информацией.

Помимо ординальной информации исследователь может также иметь и неточную 
экс пертную информацию II  о числовых значениях и приращениях функций );( θtyy = , 
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которую можно представить в виде системы  II ...},);(,);({ +−+− ≤≤≤≤= jjjiii dtddytyy θθ  
неравенств, указывающих возможные диапазоны варьирования значений и приращений 
функций );( θtyy = . Естественно назвать экспертную информацию II, выражаемую сис-
темой указанных неравенств, интервальной информацией. 

Объединяя системы неравенств IO и II, получаем нечисловую и неточную информацию
I = IO ∪ II о значениях и приращениях функций );( θtyy = . При этом возможно, что 
объединенная система равенств и неравенств I  определяет функцию );( θtyy =  не од-
нозначно, а лишь с точностью до конечного множества )(IY  всех допустимых (с точки 
зрения экспертной информации I) траекторий 0( ) ( ( ; ),..., ( ; ))my y t y tθ θ θ= , )(,...,1 IN=θ ,

NIN ≤)( .  Поэтому далее мы будем говорить о нечисловой (ординальной), неточной (ин-
тервальной) и неполной информации  (ННН-информации) I  о значениях и приращениях 
функций );( θtyy = .

Измерить количество ННН-информации I  можно, например, при помощи коэф-
фициента селекции )()( INNISEL = . Для измерения количества ННН-информации 
в двоичных единицах (в битах) следует воспользоваться логарифмической мерой инфор-
мации )(IINF , определяемой формулой )(log)( 2 ISELIINF = , где x2log  есть двоичный 
логарифм числа x .

Итак, после построения с помощью экспертной ННН-информации I  множества 
всех допустимых траекторий исследователь находится в условиях теоретико-мно-
жественной неопределенности, когда оцениваемая (прогнозируемая) траектория 

0( ) ( ( ; ),..., ( ; ))my y t y tθ θ θ =  известна с точностью до конечного множества )(IY , состо-
ящего не менее чем из двух элементов 1)( >IN 8. Для моделирования неопределенности 
выбора конкретного элемента )(θy  из множества )(IY  можно предложить подход, 
основанный на известной работе Т. Байеса9 и состоящий в рандомизации такого выбо-
ра: траектория )(θy  случайно выбирается из множества )(IY  с вероятностью 0)( >θP ,

1))((...)1( =++ INPP . В результате такой рандомизации исследователь оказывается 
в ситуации, которая соответствует теоретико-вероятностной неопределенности, опи-
сываемой случайным вектором (стохастическим  процессом, случайной функцией) 

� � �
0( ) ( ; ) ( ( ; ),..., ( ; ))my t y t y t y tθ θ θ= =� 10.

Теперь можно предложить в качестве оценки (прогноза) случайного значения iy =�  
�( ) ( ; )i iy t y t θ= =�  исследуемого финансово-экономического показателя математическое 

ожидание ))(())(;(...)1()1;()( INPINtyPtytyy iiii ++==   случайной величины )(~~
ii tyy =  

(одномерного сечения стохастического временного ряда )(~ ty , mttt ,...,0= ). Точность полу-
ченной оценки iy  естественно измерять величиной стандартного отклонения ii yD ~=σ ,
где iyD ~  есть дисперсия случайной величины )(~~

ii tyy = , вычисляемая по формуле 
))((]))(;([...)1(])1;([~ 22 INPyINtyPytyyD iiiii −++−= . 

Обычно при рандомизации теоретико-множественной неопределенности в каче стве
распределения вероятностей )(θP  выбирается равномерное распределение )(1)( INP =θ ,
соответствующее «максимальному дефициту информации», который имеется у исследо-
вателя11. В этом случае для искомых оценок )( ii tyy =  и для определения мер ii yD ~=σ
 их точности получаются наиболее простые вычислительные формулы ...)1;([)(1 tyINy ii +⋅=   

))](;( INty i+ и }]))(;([...])1;([{)(1~ 22
iiiii yINtyytyINyD −++−⋅=  соответственно.

Стохастические процессы с дискретными монотонными траекториями
Рассмотрим важный частный случай применения метода рандомизированных тра-

екторий, который был описан выше, для оценки (прогнозирования) временны ´х рядов 
с монотонными (неубывающими или невозрастающими) реализациями.  
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Пусть опять перед исследователем стоит задача оценки (прогнозирования) значений 

0( ),..., ( )my t y t  , принимаемых изучаемым финансово-экономическим показателем в 
моменты времени mttt ,...,0= , mtt << ...0 . Пусть задано конечное множество ( , )Y m n = 

{ ( ; , ; ) : 1,..., ( , ) }y t m n N m nθ θ= =   всех возможных траекторий );,;( θnmty , },...,{ 0 mttt ∈ ,
},...,{);,;();( 0 nyynmtyty ∈= θθ , nyy << ...0 , временного ряда 0( ),..., ( )my t y t   

 
, удовлетворя-

ющих условию монотонности ( );();( 1 θθ ii tyty ≤− ) и двум краевым условиям ( 00 );( yty =θ ,
nm yty =);( θ ). Помимо значений );( θij tyy =  функции );( θtyy =  будем рассматривать 

и неотрицательные приращения 0);();();( 1 ≥−= − θθθ iii tytytd , mi ,...,1=  этой функ-
ции. Очевидно, что значение функции );( θtyy =  в точке itt =  определяется формулой 

);(...);();();( 10 θθθθ ii tdtdtyty +++= . Поэтому каждой траектории );,;( θnmty  из мно-
жества ),( nmY  сопоставляется соответствующий набор приращений );();,;( θθ ii tdnmtd = ,

mi ,...,1=  из множества ( , ) { ( ; , ; ) : 1,..., ( , )D m n d t m n N m nθ θ= = }.
Далее будем рассматривать простейший вариант, когда имеются равноотстоящие мо-

менты времени hithtt ii +=+= − 01  ( 0])([ 0 >−= mtth m  — шаг отсчета времени), mi ,...,1=  
и равноотстоящие возможные значения ujyuyy jj +=+= − 01  ( 0])([ 0 >−= nyyu n  — 
шаг отсчета показателя), nj ,...,1=  исследуемого финансово-экономического показа-
теля. В этом случае можно установить взаимно однозначное соответствие между мно-
жествами ( , ) { ( ; , ; ) : 1,..., ( , )Y m n y t m n N m nθ θ= = } и ( , ) { ( ; , ; ) : 1,..., ( , )J m n j i m n N m nθ θ= = },
где ),( nmJ  есть множество всех возможных траекторий );,;();( θθ nmijij = , },...,1,0{ mi ∈ ,

},...,1,0{);( nij ∈θ , заданных на плоской целочисленной решетке [0, ] [0, ] { ( , ) :m n i j i× =  =  
0,1,..., , 0,1,..., }m j n= =  и удовлетворяющих условию монотонности ( );();1( θθ ijij ≤− ),

а также двум краевым условиям ( 0);0( =θj , nmj =);( θ ). Указанное взаимно однознач -
ное соответствие множеств ),( nmY  и ),( nmJ  устанавливается  формулой ( ; )j iy y t θ= = 

0 0 0( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )[{ } ]ny t j i u y t j i y y nθ θ θ θ= + = +  −  , mi ,...,1,0= .
Помимо функции );( θijj =  будем рассматривать и неотрицательные прираще-

ния 0);1();();( ≥−−= θθθδ ijiji , mi ,...,1=  этой функции. Очевидно, что значение 
функ ции );( θijj =  определяется формулой );(...);1();( θδθδθ iij ++= . Взаимно одно-
значное соответствие между множеством ),( nmD  приращений );( θitd  и множеством 

),(,...,1:);,;({),( nmNnminm ==∆ θθδ )} приращений );,;();( θδθδ nmii =  устанавливается 
формулой ])([);();();( 0 nyyiuitd ni −== θδθδθ , mi ,...,1,0= .

Равновероятная рандомизация теоретико-множественной неопределенности выбора 
конкретной траектории );,;();( θθ nmijij =  из множества ),( nmJ  дает стохастический 
процесс � � �( ) ( ; , ) ( ; , ; )j i j i m n j i m n θ= = , порожденный равномерно распределенным случай-
ным параметром �θ : �({ }) 1 ( , )P N m nθ θ =  = , где число ),( nmN  элементов множества ),( nmJ  
определяется известной формулой ( , ) ( 1)! [ !( 1)!]N m n n m n m= + − −   12.

Математическое ожидание ( ) ( )j i Ej iµ =�
�  и дисперсия )(~)(2

~ ijDij =σ  стохастиче -
ского процесса �( ) ( ; , ) ( ; , ; )j i j i m n j i m n θ= =� �  определяются по формулам ][)(~ minij =µ  
и 2 2 2( ) [ ( )] [ ( 1) ] [ ( )] [ ( 1) ]j i n i m i m m n i m i m mσ = − +  + − +  �  соответственно. Отсюда находим 
математическое ожидание )(~)(~ iiy tyEt =µ  и дисперсию )(~)(2

~ iiy tyDt =σ  стохастиче-
ского процесса uijtyty i )(~)()(~

0 +=  по формулам ])][()([)()( 00~ mitytytyt niy −+=µ  
и 2 2( ) [ ( )] [ ( 1) ] (1 )[ ( )] [ ( 1) ]y it i m i m m n i m i m mσ = − +  + − +  � .

Найденный тренд )(~ iy tµ  стохастического процесса )(~
ity  может использоваться как 

искомая оценка (прогноз) значений исследуемого финансово-экономического показателя 
на моменты времени mtt ,...,0 . Наглядное представление о точности полученных оценок 

)(~ iy tµ , 0,1,...,i m=   дает область вокруг тренда )(~ iy tµ , ограниченная графиками функций 
)()()( ~~~ iyiyiy ttt σµµ −=− , )()()( ~~~ iyiyiy ttt σµµ +=+ , где )(~)(~ iiy tyDt =σ  есть стандартное 

отклонение случайного процесса )(~
ity , 0,1,...,i m=  .
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Пусть теперь исследователь располагает нечисловой, неточной и неполной экспертной 
информацией yI  о значениях );(),...,;( 11 θθ −mtyty траекторий из множества ),( nmY , а так-
же аналогичной ННН-информацией dI  о соответствующих наборах );(),...,;( 1 θθ mtdtd  
приращений из множества ),( nmD . Объединенная ННН-информация dy III ∪=  позво-
ляет построить множество траекторий ),();,( nmYInmY ⊆ , содержащее число элементов 

),();,( nmNInmN ≤ : ;,(,...,1:);,;({);,( InmNnmtyInmY == ττ )}.
Умея генерировать траектории из множества );,( InmY 13, можно сосчитать математичес-

кое ожидание );(~);(~ ItyEIt iiy =µ  и дисперсию );(~);(2
~ ItyDIt iiy =σ  стохастического процесса 

);(~ Ity i  c равновероятными реализациями из множества );,( InmY по формулам

∑
=

=
);,(

1
~ );,;(

);,(
1);(

InmN

iiy nmty
InmN

It
τ

τµ , 

  

( , ; )
2 2

1

1( ; ) [ ( ; , ; ) ( ; ) ]
( , ; )

N m n I

y i i y it I y t m n t I
N m n I τ

σ τ µ
=

= −  ∑� �

соответственно.

Найденный тренд );(~ Itiyµ  стохастического процесса );(~ Ity i  может использоваться как 
искомая оценка (прогноз) значений исследуемого финансово-экономического показателя 
на моменты времени mtt ,...,0 . Наглядное представление о точности полученных оценок 

);(~ Itiyµ , mi ,...,1,0=  дает область вокруг тренда );(~ Itiyµ , ограниченная графиками фун-
кций );();();( ~~~ ItItIt iyiyiy σµµ −=− , );();();( ~~~ ItItIt iyiyiy σµµ +=+

 
, где );(~);(~ ItyDIt iiy =σ  

есть стандартное отклонение случайного процесса );(~ Ity i , 0,1,...,i m=  .

Прогнозирование цены облигации 
методом рандомизированных траекторий

Применим изложенную в предыдущем параграфе модификацию метода рандоми-
зированных траекторий для прогнозирования временного ряда значений цены  об-
лигации по нечисловой, неточной и неполной экспертной информации.  Рассмотрим 
динамику цены некоторой облигации, имеющей номинал 100 руб. и продающейся в 
момент эмиссии по цене 80 руб. Облигация погашается через шесть месяцев по номи-
нальной цене 100 руб. Требуется оценить значение цены облигации на конец каждого 
из шести месяцев. 

Построим сначала множество { ( ; ), }Y y t θ θ= ∈Θ   возможных траекторий )()( ty θ  
значения цены облигации, предполагая, что эмиссия соответствует моменту времени

0=t , а единицей измерения времени является один месяц. Дополнительно укажем,
что цена акции измеряется с точностью до рубля — );( ∈θty {80,81,...,99,100}. Тогда 
множество Y = Y(6,20) = {y(t;θ), t = 0,1,...,6; θ = 1,..., N(6,20)} всех возможных
траекторий конечно ( ,...,1{ N=Θ (6,20)}, N(6,20) = 53130), а каждая траектория цены 
является монотонно неубывающей дискретной функцией );( ∈θty {80,81,...,99,100} 
дискретного аргумента }6,...,1,0{∈t  и представляет собой набор точек (0,y(0, θ)) = 
=(0,80), )100,6());6(,6()),;5(,5()),...,;1(,1( =θθθ yyy ,  где );();1( θθ tyty ≤− ,  6,...,1=t .
Приращения );( θtd , 6,...,1=t , траектории );( θty , задаваемые соотношением ( ; )d t θ =  

( ; ) ( 1; )y t y tθ θ= − − позволяют определить значение функции );( θty  в точке t  как сумму  
);(...);1();( θθθ tddty ++= .
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Построенному множеству (6, 20) { ( ; ), 0,1,...,6, 1,..., (6, 20)}Y y t t Nθ θ = =  =  можно взаим-
но однозначно сопоставить множество (6,20) { ( ; ), 0,1,...,6, 1,..., (6,20)}J j i i Nθ θ=  = =  всех 
возможных дискретных монотонных путей (траекторий) );( θij  на целочисленной ре-
шетке [0,6] [0,20] {( , ) : 0,1,...,6; 0,1,..., 20}i j i j×   = =  =  , принимающих дискретные значения 
из множества {0,1, ..., 20}      и удовлетворяющих условиям ( 1; ) ( ; )j i j iθ θ− ≤  , (0; ) 0j θ   = ,

(6; ) 20j θ   = . Более того, в рассматриваемом случае траектории );( θij  и );( θty  связаны в 
каждой точке it =  простым соотношением ( ; ) 80 ( ; )y t j tθ θ=  + , 0,1,...,6t =  . Поэтому далее 
мы будем изучать, в основном, непосредственно траектории );( θty , опуская соответству-
ющие описания, связанные с траекториями );( θij . 

Будем моделировать неопределенность выбора траектории );( θiy  из множества 
всех возможных траекторий (6,20)Y   при помощи стохастического процесса ( )y i  = �

( ; , ) ( ;6,20)y t m n y t= =� � ,  реализациями  (траекториями)  которого  служат  дискретные 
функции ( ; ) 80 ( ; )y t j tθ θ= + ,  1,..., ( , ) 53130N m nθ =  =  ,   дискретного  аргумента

1,...., 6t m=   = .  В  случае,  когда  отсутствует  дополнительная  экспертная  инфор-
мация  I   о  вероятностях  появления  траекторий  );( θty  ( ∅=I ),  стохастический 
процесс ( ;6,20)y t �  может быть задан, как это уже было отмечено выше, при помощи 
равномерно распределенного на множестве {1,..., (6,20)}NΘ =   случайного параметра
θ~: ({ ( ;6, 20) ( ;6, 20; ), 0,1,...,6}) ({ }) 1 (6,20) 1 53130P y t y t t P Nθ θ θ  = =  = = = =  �� . 

Тогда для математического ожидания ( ) [ ]y t n t mµ  =  �  стохастического процесса ),;(~ nmiy  
получаем  искомую  оценку  ( ) 80 [10 3] 80 3.3333y t t tµ = + ≈ +� .  Аналогично,  для  дис-
персии  2 2( ) [ ( )] [ ( 1)] (1 )[ ( )] [ ( 1)]y t t m t m m n t m t m mσ = − + + − +�   и  стандартного  откло-
нения ( ) ( )y t D y tσ  =� � стохастического процесса ),;(~ nmiy  получаем искомые оценки 

2 ( ) (6 )[20 26] [7 36] 2.0635 (6 )y t t t t tσ   = − ⋅ ⋅ ≈ −�  и ( ) 1.4365 (6 )y t t tσ   ≈ −�  соответственно.
Теперь помимо тренда )(~ tyµ  стохастического процесса ( ;6,20)y t �  можно ввести ожи-

даемые нижнюю ( ) ( ) ( )y y yt t tµ µ σ−  = −� � �  и верхнюю ( ) ( ) ( )y y yt t tµ µ σ+  = +� � �  границы для возмож-
ных траекторий этого процесса. Значения функций ( ) ( )yt tµ µ = � , )(~ tyσ , )()( ~ tt y

−
− = µµ , 

( ) ( )yt tµ µ+
+ = �  приведены в табл. 1, а соответствующие графики изображены на рис. 1.

Таблица 1
Значения функций 

)()( ~ tt yµµ = , )(~ tyσ , )()( ~ tt y
−

− = µµ , )()( ~ tt y
+

+ = µµ

t )(~ tyµ )(~ tyσ )(~ ty
−µ )(~ ty

+µ

0 0 0 0 0
1 83.33 3.21 80.12 86.55
2 86.67 4.06 82.60 90.73
3 90.00 4.31 85.69 94.31
4 93.33 4.06 89.27 17.4
5 96.67 3.21 93.45 99.88
6 100 0 100 100

Рассмотрим теперь другую информационную ситуацию, в которой исследователь об-
ладает определенным количеством нечисловой, неточной и неполной информации I ≠ ∅ . 
Пусть, например, эксперт описывает свои представления о скорости роста цены облигации, 
указывая систему неравенств { (1) (2) (3) (4) (5) 6)}ID d d d d d d = < < = > >  для приращений
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( )d t , 1,...,6t = . Пусть, далее, эксперт дает интервальную информацию {81 (1) 82;II y= ≤ ≤  
{81 (1) 82;83 (2) 84;88 (3) 90;93 (4) 99;98 (5) 99}II y y y y y= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  для  цены  ( )y t , 

1,...,6t = , рассматриваемой облигации.
Таким образом, исследователь обладает нечисловой (ординальной) и неточной (ин-

тервальной) экспертной информацией I ID II = ∪ , определяемой объединенной систе-
мой неравенств, входящих в системы неравенств ID  и II . Теперь сформируем множество 

( ) ( , ; ) (6,20; )Y I Y m n I Y I = =  всех допустимых (с точки зрения ННН-информации I)
траекторий ( ; )y t θ , 1,..., ( , ; ) (6,20; ) (6,20)N m n I N I Nθ = = < . Для генерации всех возможных 
траекторий с последующей селекцией допустимых (т. е. удовлетворяющих неравенствам, 
входящим в объединенную систему неравенств I ) используем систему поддержки при-
нятия решений (СППР) APIS14.

СППР APIS по ННН-информации I  сформировала множество (6,20; )Y I  допустимых 
траекторий, состоящее всего из пяти траекторий ( ; )y t θ , 1,..., (6;20; ) 5N Iθ = = , перечис-
ленных в табл. 2. «Пучок» этих пяти траекторий изображен на рис. 2.

Таблица 2
Допустимые (с точки зрения ННН-информации I ) 
траектории  );( θty  стохастического процесса )(~ ty  

θ );0( θy );1( θy );2( θy );3( θy );4( θy );5( θy );6( θy

1 80 81 83 89 95 98 100
2 80 81 83 89 95 99 100
3 80 81 84 89 97 99 100
4 80 81 84 90 94 98 100
5 80 81 84 90 96 99 100

Рис. 1. Графики функций )()( ~ tt yµµ = , )()( ~ tt y
−

− = µµ , )()( ~ tt y
+

+ = µµ .
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Данные табл. 2 позволяют сосчитать математическое ожидание ( ; )y t Iµ �  стохастичес-
кого процесса ( ; )y t I�  с равновероятными траекториями из множества (6, 20; )Y I  по фор-
муле ( ; ) [ ( ;1) ... ( ;5)] 5y t I y t y tµ = + +� , а дисперсию 2 ( ; )y t Iσ �  этого процесса — по формуле 

2 2 2( ; ) {[ ( ;1) ( ;1)] ... [ ( ;5) ( ;5)] } 5y y yt I y t t y t tσ µ µ= − + + −� � � .
Теперь помимо тренда ( ; ) ( ; )yt I t Iµ µ= �  стохастического процесса ( ; )y t I�  можно ввести 

ожидаемые нижнюю ( ; ) ( ; ) ( ; )t I t I t Iµ µ σ− = −  и верхнюю ( ; ) ( ; ) ( ; )t I t I t Iµ µ σ+ = +  границы 
для допустимых траекторий этого процесса. Значения функций ( ; )t Iµ , ( ; ) ( ; )t I D y t Iσ = � ,

( ; )t Iµ− , ( ; )t Iµ+  приведены в табл. 3, а соответствующие графики изображены на рис. 3.

Таблица 3
Значения функций );( Itµ , );( Itσ , );( It−µ , );( It+µ

t );( Itµ );( Itσ );( It−µ );( It+µ
0 80 0 80 80
1 81 0 81 81
2 83.6 0.49 83.11 84.09
3 89.4 0.49 88.91 89.89
4 95.4 1.02 94.38 96.42
5 98.6 0.49 98.11 99.09
6 100.0 0 100.00 100.00

До сих пор предполагалось, что все допустимые траектории ( ; ) ( ;6, 20; )y t y tθ θ= ,
1,..., (6;20; ) 5N Iθ = =  равновероятны. Однако эксперт зачастую обладает дополни-

тельной ННН-информацией IP  о вероятностях )(θp  появления допустимых траек-
торий );( θty , 1,..., ( , ; )N m n Iθ = , ( ) 0p θ ≥ , (1) ... ( ( , ; )) 1p p N m n I+ + = . Пусть, напри-
мер, эксперт задает такую ННН-информацию о вероятностях системой неравенств 

{ (3) (5) (2) (1) (4)}IP p p p p p= > > > > . По этой информации СППР APIS строит оценки 

--

Рис. 2. «Пучок» допустимых траекторий );( θty , 5,...,1=θ , цены облигации.
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(1; ) 0.09p IP = , (2; ) 0.16p IP = , (3; ) 0.46p IP = , (4; ) 0.03p IP = , (5; ) 0.26p IP =  вероят-
ностей (1),..., (5)p p .

Полученные оценки вероятностей позволяют сосчитать математическое ожидание 
( ; , ) ( ; , ) ( ; , )yt I IP t I IP E y t I IPµ µ= =� �  стохастического процесса ( ; , ) ( ; 6, 20; , )y t I IP y t I IP=  � �  

с равновероятными траекториями из множества (6, 20; )Y I  по следующей формуле: 
( ; , ) ( ;1) (1; ) ... ( ; 5) (5; )t I IP y t p IP y t p IPµ = +  . Дисперсия 2 ( ; , ) ( ; , )t I IP D y t I IPσ = �  стохастиче-

ского процесса  ( ; , ) ( ; , ; , )y t I IP y t m n I IP=� �  вычисляется по формуле 
2 2 2( ; , ) [ ( ;1) ( ; , )] (1; ) ... [ ( ;5) ( ; , )] (5; )t I IP y t t I IP p IP y t t I IP p IPσ µ µ=  − + + − .

Теперь  помимо  тренда  ( ; , )t I IPµ   стохастического  процесса  ( ;6, 20; . )y t I IP�  можно 
ввести ожидаемые нижнюю ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )t I IP t I IP t I IPµ µ σ− = −  и верхнюю ( ; , )t I IPµ+ =  

( ; , ) ( ; , )t I IP t I IPµ σ= + границы для допустимых траекторий этого процесса. Значения 
функций ( ; , )t I IPµ , ( ; , ) ( ; , )t I IP D y t I IPσ = � , ( ; , )t I IPµ− ,  ( ; , )t I IPµ+  приведены в табл. 4.

Таблица 4
Значения функций 

),;( IPItµ , ),;( IPItσ , ),;( IPIt−µ ,  ),;( IPIt+µ

t )(tµ )(tσ )(t−µ )(t+µ

0 80 0 80 80
1 81 0 81 81
2 83.75 0.43 83.32 84.18
3 89.29 0.45 88.84 89.74
4 96.15 0.9 95.25 97.05
5 98.88 0.32 98.56 99.2
6 100 0 100 100

Рис. 3. Графики функций );( Itµ , );( It−µ , );( It+µ .
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Сравнение таблиц 3 и 4 показывает, что учет вероятностей появления траекторий 
несколько уменьшает стандартное отклонение, что позволяет увеличить точность и дос-
товерность экспертных оценок будущей динамики цен на облигацию. 

Приведенный пример прогнозирования методом рандомизированных траекторий 
динамики цены облигации показывает, что привлечение нечисловой (порядковой, ор-
динальной), неточной (интервальной) и неполной экспертной информации позволяет 
существенно повысить точность и надежность получаемых оценок. Наиболее перспек-
тивным представляется развитие метода рандомизированных траекторий в направлении 
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