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Введение

При изложении модели «выбора портфеля» (portfolio selection) Г. Марковица многие 
популярные учебники предлагают использовать для оценки параметров модели только 
«объективные» статистические данные о доходности ценных бумаг, входящих в порт-
фель1. Однако сам Марковиц в основополагающей работе «Выбор портфеля», публика-
цию которой в 1952 г. некоторые исследователи считают «моментом рождения совре-
менной финансовой экономики»2, предлагал учитывать более широкий круг источников 
информации, используемой при построении оптимального портфеля, включающий в 
себя (наряду с «объективными» числовыми статистическими данными) и экспертную 
информацию, не имеющую числового характера. В этой связи предлагается использо-
вать метод рандомизированной квантификации нечисловой экспертной информации, 
разработанный с учетом известной концепции «рационального ожидания» (rational be-
lief) Дж. М. Кейнса (см. раздел 1), для создания методики построения рациональных 
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оценок ожидаемой доходности и риска ценных бумаг (см. раздел 2), позволяющей прак-
тически формировать оптимальный портфель с учетом как статистической, так и экс-
пертной информации (см. раздел 3).

 
1. Рандомизированная квантификация ординальных вероятностей

Где-то с середины XIX в. по настоящее время научное мировоззрение переживает 
настоящую «стохастическую революцию», проявляющуюся в широком проникнове-
нии теоретико-вероятностных и статистических методов практически во все отрасли 
теоретических и прикладных исследований. Не осталась в стороне от этого обращения 
к анализу случайных, неопределенных и вероятностных аспектов изучаемых явлений 
и экономическая наука — многие зарубежные и отечественные исследователи говорят 
о «революции неопределенности», происходящей в экономике3, и отмечают большую 
роль в ней «Трактата о вероятности» Дж. М. Кейнса4. 

В основе концепции Кейнса лежит трактовка вероятности как меры рационального 
ожидания (rational belief) субъекта экономической деятельности тех или иных собы-
тий, определенного объемом и характером знаний, которыми обладает данный субъект. 
Поскольку ожидание появления случайных событий обусловлено знаниями субъекта, 
постольку даваемые им оценки меры рационального ожидания являются, так сказать, 
«субъективными вероятностями» (subjective probabilities) соответствующих событий. 
Однако поскольку предполагается, что субъект пользуется рациональными методами 
выведения оценок степеней (degrees) рационального ожидания случайных событий из 
данного объема своих знаний, постольку между знаниями субъекта и получаемыми 
оценками вероятностей имеет место объективное логическое отношение. Если дополни-
тельно предположить, что и сами знания, которыми обладает субъект, включают в себя 
объективные сведения о возможных шансах появления интересующих его событий, то 
степень объективности даваемых оценок «субъективных вероятностей» может ничуть 
не уступать степени объективности оценок, получаемых только на основе «объектив-
ных» статистических данных, обрабатываемых методами, субъективно выбираемыми 
статистиками.

Существенными особенностями «субъективной вероятности», отмечаемыми Кейн-
сом, являются ее нечисловой характер и возможная несравнимость между собой оце-
нок вероятности различных событий. Признание нечислового характера рациональных 
ожиданий (non-numerical expectations) означает фактически, что хотя можно сравнивать 
различные степени P(A), P(B) рационального ожидания некоторых событий A, B соот-
ветственно, но эти субъективные вероятности P(A), P(B) не являются действительными 
числами и не допускают никаких арифметических операций. Более того, не все субъек-
тивные вероятности являются сравнимыми (comparable), т. е. для них затруднительно 
установить отношения «больше» или «меньше». 

Эти представления Кейнса о неизмеримости (immeasurability) по шкале действитель-
ных чисел и о возможной несравнимости (incomparability) субъективных вероятностей 
(т. е. оценок степени рационального ожидания случайных событий) позднее были пред-
ставлены в виде соответствующих аксиом5. Требования этих аксиом можно сформули-
ровать в терминах современной теории шкал измерения качества, сказав, что оценка 
степени рационального ожидания событий производится субъектом по шкале частично-
го порядка (по ординальной шкале) , ) ;( fX представляющей собой множество пунктов 
X = {x}, на котором задано отношение строгого порядка f 6. Заметим, что отношение 
строгого частичного порядка f  всегда можно продолжить до отношения строгого 
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линейного порядка , 
L
f  удовлетворяющего для любых пунктов x1, x2 ∈ X логическому 

соотношению . ][][ 2121 xxxx
L
ff ⇒  

Часто бывает удобным моделировать абстрактное отношение строгого линейного по-

рядка 21 xx
L
f  между пунктами x1, x2 ∈ X ординальной шкалы , );(

L
X f  отношением стро-

гого неравенства y1 > y2 между числами y1, y2, взятыми из множества всех действительных 
чисел R1. Указанное моделирование состоит в построении такого взаимно однозначного 
отображения φ: X → Y (φ–1 : Y → X) множества пунктов шкалы X и подмножества Y ⊆ R1 
множества действительных чисел R1, что для любых x1, x2 ∈ X выполняется соотноше-

ние . ] )()([][ 221121 xyxyxx
L

ϕ=>ϕ=⇔f  Процедуру построения такого ординального 

изоморфизма шкалы строгого линейного порядка ) ;(
L

X f  и шкалы «числового порядка» 
(Y; >), Y = φ(X) ⊆ R1, а также результат такого построения — отображение φ — называют 
квантификацией (арифметизацией, «оцифровкой», шкалированием путем установки 

числовых меток и т. д.) нечисловой шкалы ) ;(
L

X f 7. 
Любая квантификация φ(x), x ∈ X, ординальной шкалы ) ;(

L
X f  может быть получена 

из любой другой квантификации ψ(x) этой же шкалы при помощи возрастающей непре-
рывной функции ξ : R1 → R1 путем суперпозиции φ(x) = ξ(ψ(x)). Таким образом, сравни-

тельные оценки какого-либо качества, оцениваемого по ординальной шкале , ) ;(
L

X f  оп-
ределяются по числовой шкале типа (Y; >) «с точностью до возрастающего непрерывного 
преобразования ξ». 

Если задано только множество Φ = {φ} всех допустимых квантификаций шкалы ли-

нейного порядка , ) ;(
L

X f  то у нас имеется неопределенность выбора конкретной кванти-
фикации φ из множества Φ = {φ}. Эта неопределенность моделируется при помощи слу-
чайной (рандомизированной) квантификации , ~ϕ  сопоставляющей каждой нечисловой 
градации x ∈ X случайное число . )( ~~ 1Rxy ∈ϕ=  Такая стохастическая квантификация 
ординальных шкал нашла широкое применение при решении многих теоретических и 
прикладных задач8. 

Для применения описанного выше метода рандомизированной квантификации к 
субъективным вероятностям, определяемым в рамках теории Дж. М. Кейнса, постро-
им следующую цепочку рассуждений. Сначала воспользуемся представлением знания 
субъектом соотношений между нечисловыми градациями субъективных вероятностей 
в виде системы ограничений I, налагаемых на обычную числовую вероятность, опреде-
ленную, например, аксиоматически. Такой подход вполне правомерен, так как обычно 
используемая аксиоматика вероятности является неполной и для однозначного число-
вого определения значения вероятности случайного события необходимо ввести неко-
торый комплекс дополнительных условий9. Далее рассмотрим случайное испытание , ~E  
множество элементарных исходов Ω = {ω} которого разбито на r попарно несовместных 
событий A1, …, Ar, образующих тем самым группу альтернативных событий (альтерна-
тив): Ai  ∩ Aj = ∅, i ≠ j; A1  ∪…∪ Ar = Ω. Поставим задачу определения вероятностей 
p1, …, pr альтернатив A1, …, Ar соответственно по информации I, определяемой знаниями 
субъекта.

Пусть имеется два вида информации относительно вероятностей p1, …, pr: ординаль-
ная (нечисловая) информация OI, которая может быть формализована с помощью сис-
темы равенств и неравенств OI = {pi > pl, pu = pv; i, l, u, v = 1, …, r}, и интервальная (не-
точная) информация II, которую можно описать с помощью системы интервалов [ai, bi], 



61

0 ≤ ai ≤ bi, i = 1, …, r, для вероятностей p1, …, pr. Зачастую экспертной информации I недо-
статочно для однозначного определения вероятностей p1, …, pr, что позволяет говорить 
о неполной информации. Далее будем считать, что в распоряжении исследователя есть 
нечисловая, неточная и неполная информация I = OI ∪ II (ННН-информация), которую 
можно представить с помощью системы равенств и неравенств I = {pi > pl, pu = pv; at ≤ pt ≤ bt; 
i, l, u, v, t =1, …, r} для вероятностей p1, …, pr альтернатив A1, …, Ar. Опыт работы с экс-
пертами и специальные психометрические исследования показывают, что ННН-инфор-
мация является, как правило, единственным видом надежной экспертной информации, 
доступной исследователю.

Рассмотрим множество P(r; I) всех допустимых (с точки зрения информации I) век-
торов вероятностей p = (p1, …, pr). Множество P(r; I) является подмножеством множества 
P(r) = {p = (p1, …, pr) ∈ Rr : pi ≥ 0, p1 +…+ pr = 1} всех возможных векторов вероятнос-
тей. Следуя идее о рандомизации неопределенности, будем моделировать неопреде-
ленный выбор вектора p = (p1, …, pr) из множества P(r; I) при помощи случайного вы-
бора этого вектора. Простейшим и наиболее часто используемым для моделирования 
полного отсутствия информации о случайном выборе элемента из множества является 
равномерное распределение, в пользу применения которого имеется много и теорети-
ко-вероятностных аргументов10. В результате получаем случайный вектор вероятностей 

( ) ( ) , 1 ~... ~ , ))( ..., , )(~()(~
11 =++= IpIpIpIpIp rr    равномерно распределенный на множестве 

P(r; I). Построенную случайную величину )(~ Ipi  можно рассматривать как случайную 
оценку вероятности pi по информации I. В качестве числовой оценки вероятности pi аль-
тернативы Ai по ННН-информации I можно взять, например, математическое ожидание 

)(~)( IpEIp ii =  случайной величины . )(~ Ipi  Различные варианты описанной схемы полу-
чения числовых оценок )( ..., , )(1 IpIp r  вероятностей альтернатив с использованием ран-
домизированной квантификации нечисловой, неточной и неполной информации I широ-
ко апробированы на многочисленных примерах решения различных прикладных задач11.

Опишем кратко модификацию метода рандомизированной квантификации ННН-
информации, которую можно будет использовать в следующем разделе для выбора 
оптимального портфеля ценных бумаг. Рассмотрим последовательность случайных ис-
пытаний , ~ ..., ,~

1 nEE  имеющих непустые множества элементарных исходов Ω(1), …, Ω(n) 
соответственно. Для каждого множества элементарных исходов Ω(j), j = 1, …, n, задается 
его разбиение на альтернативные события A(j)[ij], ij = 1, …, r(j). Предполагается, что каж-
дое событие A(j)[ij], ij = 1, …, r(j), j = 1, …, n, имеет ненулевую вероятность p(j)(ij) = P(j)(A(j)[ij]), 
которая не равна и единице: 0 < p(j)(ij) < 1. Обозначим p(j/1, …, j–1)(ij/i1, …, ij–1) = P(A(j)[ij] /
A(1, …, j–1)[i1, …, ij–1]) вероятность появления в результате реализации случайного испыта-
ния )(~ jE  события A(j)[ij], при условии, что до этого в результате реализации случайных 

испытаний )1()1( ~ ..., ,~ −jEE  произошли события A(1), …, A(j–1), соответственно. 
Пусть в распоряжении исследователя имеется экспертная ННН-информация I отно-

сительно всех начальных p(1)(i1) = P(1)(A(1)[i1]) и переходных p(j/1, …, j–1)(ij/i1, …, ij–1) вероятнос-
тей, определяющих вероятности появления событий A(j)[ij], ij = 1, …, r(j), в результате 
реализации случайного испытания )(~ jE  при условии, что в результате реализации слу-
чайных испытаний )1()1( ~ ..., ,~ −jEE  произошли события A(1)[i1], …, A(j–1)[ij–1]. 

Используя метод рандомизированной квантификации, построим систему случайных 
начальных )(~

1
)1( ip  и условных ) ; ..., ,/(~

11
)1 ..., ,1/( Iiiip jj

jj
−

−

 вероятностей, подстановка ко-
торых в известную формулу умножения вероятностей дает рандомизированную оценку 

∏ = −
−⋅= n

j jj
jj

n
n IiiipIipIiip 2 11

)1 ..., ,1/(
1

)1(
1

) ..., ,1( ) ; ..., ,/(~) ;(~) ; ..., ,(~   вероятности p(1, …, n)(i1, …, 
in) осуществления в результате реализации последовательности случайных испытаний 
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nEE ~ ...,  ,~
1  цепочки событий A(1)[i1], A(2)[i2], …, A(1, …, n)[in]. В качестве искомой числовой 

оценки вероятности p(1, …, n)(i1, …, in) естественно выбрать математическое ожидание 
) ; ...,  ,(~) ; ...,  ,( 1

) ...,  ,1(
1

) ...,  ,1( IiipEIiip n
n

n
n =  случайной величины , )  ;  ...,  ,(~

1
)  ...,  ,1( Iiip n

n
 вы-

числяемой по формуле , ) ; ...,  ,/()  ;() ; ...,  ,( 2 11
)1 ...,  ,1/(

1
)1(

1
) ...,  ,1( ∏ = −

−⋅= n
j jj

jj
n

n IiiipIipIiip

где , )  ;(~) ;( 1
)1(

1
)1( IipEIip =  ) ; ...,  ,/(~) ; ...,  ,/( 11

)1 ...,  ,1/(
11

)1 ...,  ,1/( IiiipEIiiip jj
jj

jj
jj

−
−

−
− =  

12.
Знание всех оценок ) ; ...,  ,( 1

) ...,  ,1( Iiip n
n

 совместных вероятностей p(1, …, n)(i1, …, in), ij = 
= 1, …, r(j), j = 1, …, n позволяет получить оценки ) ; ,... ,(

1
1 )  ...,  ,( Iiip

m
m

jj
jj

 всех частных 
вероятностей ( , ) ,... ,(

1
1 )..., ,(

m
m

jj
jj iip  j1, …, jm ∈ {1, …, n}, 1 ≤ m < n, jr ≠ js при r ≠ s, по фор-

муле , ) ; ..., ,() ; ,... ,( 1
) ..., ,1() ..., ,(

1
1 ∑= IiipIiip n

n
jj

jj
m

m

 где суммирование ведется по всем 
значениям индексов i1, …, in, не совпадающих ни с одним из индексов .  ...,  ,

1 mjj ii  Оценки 
) ;()( Iip j

j   одномерных и оценки ) ; ,() ,( Iiip lj
lj

 двумерных частных вероятностей будут 
использоваться далее для вычисления ожидаемой доходности и риска портфеля ценных 
бумаг.

2. Выбор портфеля методом квантификации нечисловых оценок вероятностей

Рассмотрим применение метода рандомизированной квантификации нечисловых веро-
ятностей для построения оптимального портфеля ценных бумаг. Обратимся к исходной 
статье Г. Марковица13, где процесс выбора оптимального портфеля ценных бумаг (securi-
ties) разделяется на два этапа. Первый этап начинается с наблюдения и опыта, а заканчива-
ется формированием предположений (beliefs) о будущем поведении ценных бумаг, доступ-
ных инвестору. Второй этап начинается с обоснованных предположений (relevant beliefs) о 
будущем поведении ценных бумаг, а заканчивается выбором портфеля. Хотя рассматрива-
емая статья Марковица практически полностью посвящена второму этапу, но и по поводу 
первого, сейчас наиболее важного для нас этапа автор делает ряд интересных замечаний.

Прежде всего Г. Марковиц отмечает, что инвестору следует учитывать неопределен-
ность будущих доходов (returns), получаемых от приобретенных ценных бумаг (secu-
rities), и ориентироваться, поэтому, на «ожидаемые» или «предугадываемые» доходы 
(«expected» or «anticipated» returns). Предполагается, что инвестор имеет «постоянные 
вероятностные ожидания» (static probability beliefs), неизменные в течение всего учи-
тываемого периода инвестирования и предшествующего ему «обучающего» периода, в 
течение которого собирается статистика доходности отдельных ценных бумаг.

Хотя анализируемая статья не содержит обсуждения трудного вопроса о том, как ин-
вестор формирует (или должен формировать) свои вероятностные ожидания (probability 
beliefs), Марковиц прямо указывает на нечисловой (точнее, на «ординальный», порядко-
вый) характер суждений инвестора о вероятностях интересующих его событий. К тому 
же в статье Марковица отмечается приблизительный и частично субъективный харак-
тер «вероятностных ожиданий» инвестора. Отмечается также возможность совместного 
использования (combining) статистических методов (statistical techniques) и экспертных 
суждений (judgment of experts) для формирования рациональных (reasonable) вероят-
ностных ожиданий инвестора.

В качестве одного из возможных практических подходов к формированию системы 
вероятностных ожиданий инвестора Марковиц предлагает предварительно оценить 
статистические параметры случайных доходов от различных ценных бумаг, а затем 
корректировать полученные числовые оценки с учетом дополнительной экспертной 
информации. В своей Нобелевской лекции Г. Марковиц говорит и о возможности прак-
тического использования методов, развиваемых в рамках концепции «субъективных 
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вероятностей» (subjective probabilities) Л. Сэвиджа14, для построения системы вероятнос-
тных ожиданий инвестора15. 

В целом из рассматриваемой статьи Марковица можно сделать вывод, что автор 
предполагает систему вероятностных ожиданий инвестора достаточной для получения 
числовых оценок математического ожидания, дисперсии и коэффициентов ковариации 
случайной доходности ценных бумаг, составляющих портфель. Этот вывод подтвержда-
ется и другими, более поздними публикациями Марковица16. Поэтому приложение опи-
санного в предыдущем разделе метода рандомизированной квантификации нечисловой 
экспертной информации мы будем ориентировать именно на получение числовых оце-
нок указанных статистических характеристик случайной доходности.

Пусть в инвестиционный портфель включены n различных ценных бумаг, случайный 
вектор доходности )~  ..., ,~(~ )()1( nxxx =  которых является n-мерной непрерывной случай-
ной величиной, описываемой плотностью распределения вероятностей , ) ..., ,( 1~ nx xxf  
принимающей положительные значения на некотором n-мерном параллелепипеде Δ 
и равной нулю вне этого параллелепипеда. Ребра параллелепипеда предполагаются 
параллельными осям координат n-мерного евклидова пространства Rn, что позволяет 

представить Δ в виде декартова произведения )))(( ,)0([ )()(
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Для оценки ковариации )~ ,~( cov )()( ij xx  случайных доходностей )(~ jx  и )(~ lx  j-й и l-й 
ценных бумаг необходимо аппроксимировать их совместную плотность ) ,( )()() ,(

~
ljlj

x xxf  
кусочно-постоянной плотностью , ) ,( )()() ,(
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значений двумерной случайной величины )~  ,~( )()( lj xx  разбивается на r(j) · r(l) прямо-
угольников Δ(j, l) (ij, il) = [d(j)(ij – 1), d(j)(ij)) · [d

(l)(il – 1), d(l)(il)), ij = 1, …, r(j), il = 1, …, r(l), точ-
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и ковариаций ,   ..., ,1 , , )() ,( nljIlj =σ  достаточные (в рамках модели Марковица) 
для выбора оптимального портфеля ценных бумаг. Действительно, задача выбо-
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3. Пример формирования оптимального портфеля по нечисловой экспертной 
информации

Проиллюстрируем предлагаемый подход к построению оптимального портфеля цен-
ных бумаг c использованием метода рандомизированной квантификации нечисловой 
экспертной информации о вероятностях событий на примере создания портфеля из трех 
видов акций, торгуемых на ММВБ: (1) акции НК «ЛУКойл»; (2) акции Сбербанка; (3) 
акции РосБизнесКонсалтинга. Доходность акций вычисляется за месяц и пересчиты-
вается в годовые проценты. В качестве «обучающего» периода, в течение которого бу-
дут определяться необходимые статистические оценки вероятностей, математических 
ожиданий, дисперсий и ковариаций доходности рассматриваемых трех акций, выбира-
ется период с 1 января 2005 по 31 декабря 2005 г. «Контрольным» периодом, в течение 
которого будут сравниваться показатели оптимального портфеля, составленного толь-
ко по статистической информации, полученной за обучающий период, с показателями 
оптимального портфеля, учитывающего экспертную ННН-информацию, будет служить 
период с 1 января 2006 по 31 декабря 2006 г.

По статистической информации о котировках рассматриваемых акций за обучающий 
период, взятой на веб-сайте www.rbc.ru, построим статистические оценки параметров 
доходности этих акций: min(j) (max(j)) — минимальное (максимальное) значение доход-
ности j-й акции, наблюдаемое за обучающий период; Mean(j) — среднее значение доход-
ности; St. Dev(j) — стандартное отклонение значений доходности. Числовые значения этих 
статистических характеристик доходности приведены в табл. 1.

Таблица 1

Значения характеристик месячной доходности акций за обучающий период

j Название Тикер min(j), % max(j), % Mean(j), % St. Dev(j), %
1 «ЛУКойл» LKOH –11,49 25,05 7,90 7,18
2 Сбербанк SBER –11,41 35,24 10,66 9,76
3 РБК RBC –10,02 27,80 9,59 7,45

Используем крайние значения min(j), max(j) (скорректированные экспертом в ту или 
иную сторону) для задания границ интервалов [d (j)(0), d (j)(r(j))), j = 1, 2, 3, возможного 
варьирования доходности соответствующих акций. Положив r(j) = 3, разделим каждый 
из этих интервалов точками d (j)(0) < d (j)(1) < d (j)(2) < d (j)(3) на три интервала [d (j)(0), d (j)(1)), 
[d (j)(1), d (j)(2)), [d (j)(2), d (j)3)). Выделение таких интервалов учитывает следующую эксперт-
ную информацию: попадание в конце контрольного периода значения доходности j-й 
акции в интервал [d (j)(0), d (j)(1)) означает существенное (для инвестора) снижение уров-
ня доходности; попадание значения доходности j-й акции в интервал [d (j)(1), d (j)(2)) оз-
начает несущественное (для инвестора) варьирование доходности; попадание значения 
доходности в интервал [d (j)(2), d (j)(3)) означает существенное (для инвестора) повышение 
уровня доходности соответствующей акции. Установленные значения границ указан-
ных интервалов приведены в табл. 2.

Для того чтобы инвестор представлял общий характер статистических связей между 
доходностью различных акций, вычислим по данным за обучающий период выбороч-
ные коэффициенты корреляции R(j, l) для всех трех пар акций: R(1, 2) = R(LKOH, SBER) 
= 0,41, R(1, 3) = R(LKOH, RBC) = 0,34, R(2, 3) = R(SBER, RBC) = –0,47. По выборочным 
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коэффициентам корреляции R(j, l) и стандартным отклонениям St. Dev(j), St. Dev(j) можно 
определить выборочные ковариации COV(j, l) = R(j, l) · St. Dev(j) · St. Dev(l), j, l = 1, 2, 3, до-
ходности различных акций.

Таблица 2 

Границы разбиения интервалов возможных значений месячной доходности акций

j Название d(j)(0), % d(j)(1), % d(j)(2), % d(j)(3), %
1 «ЛУКойл» –5 0 12 35
2 Сбербанк –10 0 10 35
3 РБК –15 0 10 15

Учитывая приведенные статистические характеристики доходности акций, под-
считанные для обучающего периода, эксперт сначала вводит нечисловую, неточную 
и неполную информацию I(1) о трех начальных вероятностях p(1)(i1) = P(A(1)[i1]), A

(1)[i1] = 
= [d (1)(i1 – 1), d (1)(i1)) i1 = 1, 2, 3 : I(1) = {p(1)(1) > p(1)(3); p(1)(2) > 0,5}.

Из этой информации по методу рандомизированной квантификации ННН-инфор-
мации получаем три рандомизированные вероятности , );(~ )1(

1
)1( Iip  i1 = 1, 2, 3. Затем для 

каждого i1 = 1, 2, 3 эксперт указывает ННН-информацию I(2/1)(i1), i1 = 1, 2, 3:
I(2/1)(1) = {p(2/1)(2/1) > p(2/1)(1/1) > p(2/1)(3/1); p(2/1)(3/1) < 0,1},
I(2/1)(2) = {p(2/1)(3/2) > p(2/1)(2/2) > p(2/1)(1/2)},
I(2/1)(3) = {p(2/1)(3/3) > p(2/1)(2/3) > p(2/1)(1/3)},

получая рандомизированные оценки ))( ;/(~
1

)1/2(
12

)1/2( iIiip  для трех переходных вероят-
ностей p(2/1)(i2/i1) = P(A(2)[i2] / A

(1)[i1]), i1, i2 = 1, 2, 3.
Наконец, эксперт вводит для каждой пары индексов (i1, i2) ННН-информацию 

I(3/1, 2)(i1, i2) об условных вероятностях p(3/1, 2)(i3/i1, i2) = P(A(3)[i3] / A
(1)[i1], A

(2)[i2]), i1, i2 = 1, 2, 3:
I(3/1, 2)(1, 1) = {p(3/1, 2)(2/1, 1) > p(3/1, 2)(1/1, 1) > p(3/1, 2)(3/1, 1); p(3/1, 2)(3/1, 1) > 0.7},
I(3/1, 2)(1, 2) = {p(3/1, 2)(2/1, 2) > p(3/1, 2)(1/1, 2) > p(3/1, 2)(3/1, 2)},
I(3/1, 2)(1, 3) = {p(3/1, 2)(3/1, 3) > p(3/1, 2)(2/1, 3); p(3/1, 2)(1/1, 3) < 0.1},
I(3/1, 2)(2, 1) = {p(3/1, 2)(2/2, 1) = p(3/1, 2)(3/2, 1); p(3/1, 2)(1/2, 1) < 0.1},
I(3/1, 2)(2, 2) = {p(3/1, 2)(2/2, 2) = p(3/1, 2)(3/2, 2); p(3/1, 2)(1/2, 2) < 0.1},
I(3/1, 2)(2, 3) = {p(3/1, 2)(3/2, 3) = p(3/1, 2)(2/2, 3); p(3/1, 2)(1/2, 3) < 0.1},
I(3/1, 2)(3, 1) = {p(3/1, 2)(2/3, 1) > p(3/1, 2)(3/3, 1) > p(3/1, 2)(1/3, 1); p(3/1, 2)(2/3, 1) > 0,7; p(3/1, 2)(1/3, 1) < 0.1},
I(3/1, 2)(3, 2) = {p(3/1, 2)(3/3, 2) > p(3/1, 2)(2/3, 2) > p(3/1, 2)(1/3, 2)},
I(3/1, 2)(3, 3) = {p(3/1, 2)(3/3, 3) > p(3/1, 2)(2/3, 3) > p(3/1, 2)(1/3, 3); p(3/1, 2)(3/3, 3) > 0,7},

получая соответствующие рандомизированные оценки )) ,( ; ,/(~
21

)2 ,1/3(
213

)2 ,1/3( iiIiiip  для 
этих девяти условных вероятностей.

Теперь по формуле умножения подсчитываются оценки совместных вероятностей 
, )) ,(: ,/())( ;/() ;() ; , ,( 21

)2 ,1/3(
213

)1 ,2/3(
1

)1/2(
12

)1/2()1(
1

)1(
321

)3 ,2 ,1( iiIiiipiIiipIipIiiip ⋅⋅=  i1, i2, i3 = 1, 
2, 3, где I = I(1) ∪ I(2/1)(1) ∪ I(2/1)(2) ∪ I(2/1)(3) ∪ I(3/1, 2)(1, 1) ∪…∪ I(3/1, 2)(3, 3) есть объединенная 
ННН-информация, учитывающая все имеющиеся у инвестора сведения о начальных и 
условных вероятностях. Знание оценок ) ; , ,( 321

)3 ,2 ,1( Iiiip  позволяет получить оценки 
, ) ; ,( 21

)2 ,1( Iiip  ) ; ,( , ) ; ,( 32
)3 ,2(

31
)3 ,1( IiipIiip  вероятностей p(1, 2)(i1, i2), p

(1, 3)(i1, i3), p
(2, 3)(i2, i3) по 

формулам

, ) ;3 , ,() ;2 , ,() ;1 , ,() ; ,( 21
)3 ,2 ,1(

21
)3 ,2 ,1(

21
)3 ,2 ,1(

21
)2 ,1( IiipIiipIiipIiip ++=
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, ) ; ,3 ,() ; ,2 ,() ; ,1 ,() ; ,( 31
)3 ,2 ,1(

31
)3 ,2 ,1(

31
)3 ,2 ,1(

31
)3 ,1( IiipIiipIiipIiip ++=

. ) ; , ,3() ; , ,2() ; , ,1() ; ,( 32
)3 ,2 ,1(

32
)3 ,2 ,1(

32
)3 ,2 ,1(

32
)3 ,2( IiipIiipIiipIiip ++=

Полученные для рандомизированных вероятностей  , ) ; ,(~ , ) ;(~
21

)2 ,1()1(
1

)1( IiipIip  
) ; ,(~, ) ; ,(~

32
)3 ,2(

31
)3 ,1( IiipIiip  их усредненные оценки , ) ;( )1(

1
)1( Iip  , ) ; ,( 21

)2 ,1( Iiip  
, ) ; ,( 31

)3 ,1( Iiip  ) ; ,( 32
)3 ,2( Iiip  позволяют вычислить математические ожидания , )()( Ijμ  

дисперсии 2)( ] )([ Ijσ  и ковариации , )() ,( Iljσ  j, l = 1, …, n, необходимые для выбора оп-
тимального портфеля ценных бумаг. Структура ) )( ..., , )(( **

1 IxIx n  оптимального портфеля, 
построенного с учетом дополнительной нечисловой экспертной информации I, приведе-
на в табл. 4, где для сравнения указана структура оптимального портфеля , ) ..., ,( **

1 nxx  
построенного с учетом только статистических данных, полученных за обучающий пе-
риод. Для обоих портфелей минимально допустимый уровень ожидаемой доходности 
полагался равным μ0 = 10%.

Таблица 3 

Структура, ожидаемая доходность и риск портфелей для контрольного периода

«Статистический»
портфель

*
1x *

2x *
3x *R , % *S , %

0,046 0,497 0,457 5,07 8,81

«Экспертный»
портфель

)(*
1 Ix )(*

2 Ix )(*
3 Ix )(* IR , % )(* IS , %

0,17 0,68 0,15 5,7 7,5

В этой же таблице указаны значения ожидаемой доходности ( ))(  ** IRR  и риска, 

измеряемого стандартным отклонением ( ))(  ** ISS  оптимального «статистического» 

портфеля ) ..., ,( **
1 nxx  и «экспертного» портфеля . ) )(  ..., , )(( **

1 IxIx n  В 2005 г. структура 
«статистического портфеля» предполагала доходность в 10% в месяц с риском (средне-
квадратическим отклонением) 5,9%. Однако в 2006 г. произошли существенные измене-
ния на рынке, что снизило доходность «статистического портфеля» до 5,07%, увеличив 
риск, измеряемый стандартным отклонением , *S  до 8,81%. Если же учесть экспертную 
информацию о тенденциях на финансовом рынке в 2006 г., то, используя идею Марко-
вица, можно построить портфель с доходностью 5,7% и со стандартным отклонением 

. %5,7)(* =IS  Таким образом, сравнение уровней ожидаемой доходности ( )IRR **   ,  и 

риска ( ),   , ** ISS  подсчитанных по данным за контрольный период (с 1 января 2006 по 
31 декабря 2006 г.) показывает, что использование метода рандомизированной кванти-
фикации нечисловой, неточной и неполной экспертной информации может существен-
но улучшить показатели выбираемого портфеля ценных бумаг.

Заключение

Итак, метод рандомизированной квантификации нечисловой информации о вероят-
ностях альтернатив, построенный на основе обобщения и формализации основных идей 
фундаментальной работы Дж. М. Кейнса (1921), оказывается эффективным инструмен-
том построения оптимального портфеля ценных бумаг в рамках модели Г. Марковица 
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(1952), учитывающей, наряду с числовыми статистическими данными, и нечисловую 
экспертную информацию.
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